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Доказано, что, кроме поверхностей 2-го порядка, существует только 6 поверхностей, все аффинные инварианты которых по- 
стоянны. В некоторой неподвижной аффинной системе координат их уравнения имеют вид: 1) 7(У+/]=/ - аффинная сфера ги- 
перболического типа, 2) хух=1 ~ аффинная сфера эллиптического типа, 3) г=ху~/ - линейчатая несобственная аффинная сфе- 
ра (поверхность Кэли), 4) г=ху+!п у -линейчатая несобственная аффинная сфера, 5) Е(х 1 +у 1 У‘=] - несобственная аффинная 
поверхность вращения эллиптического типа. 

Полученные результаты являются новыми в аффинной геометрии гладких поверхностей и имеют теоретическое значение. Ис- 
следование ведется при помощи метода внешних форм Картана. 


Нелинейчатые поверхности гиперболического типа 
с постоянными инвариантами 

В этом разделе используется канонический репер 
(МДДД) поверхности, построенный в [1]. Точка М 
- регулярная точка поверхности, вектор е, направлен 
по аффинной нормали в точке М и нормирован так, 
что индикатриса аффинных нормалей соответствует 
поверхности параллелизмом касательных плоско- 
стей. Векторы е ь е 2 направлены по касательным к 
асимптотическим линиям в данной точке. Дерива- 
ционные формулы такого репера имеют вид 

сі г = о)ё\ + со 2 ё 2 , 

сіе і = ( Ат + Соэ )<?і + ё со е 2 + со е 3 , 
ёё 2 = ё со 2 ёі-(Асо' +Ссо 2 )ё 2 + со х ё ъ , ^ 

Лёт, = ( Есо + ЕоУ)ё І + (С со' + Есо 2 )ё 2 , 

где ёё = (Е-ЗАё)со 1 +(С + ЗСё)со 2 . (2) 

Условия: 

с/Ал со 1 +сІС л со 2 =(/ 2 -Е-2АС)со 1 лсо 2 , 
сІЕ л со' + сІЕ лсо 2 = (Сё -2АЕ)со 1 лсо 2 , 
ёС л со 1 + сІЕ лсо 2 = —(ЕС + 2СС)со 1 л со 2 , 
сІЕ лсо 1 +сІС лсо 2 - 3 МА лсо 1 + ЗёёС лсо 2 = 

= -4 (ЕС + АС)со х лсо 2 (3 ) 

обеспечивают полную интегрируемость системы (1,2). 

Функции А, С, ё, Е, Е, С составляют полную си- 
стему эквиаффинных инвариантов поверхности. 
Будем считать функции А , С, /, Е, Е, С постоянны- 
ми, тогда из (2) и (3) получаем 


А = -С, С = Е = ЗА/, 

Е = ё 2 + 2А 2 ,А(ё-2А) = 0. (4) 

Из (4) заключаем, что имеются две возможности: 

1) А = С = Е = С = 0,Е = ё 2 \ 

2) А*0,ё = 2А,С = -А,С = Е = Е = 6А 2 . 

Исследуем каждую из них. 

1) Для первого класса Е=С= 0, что характеризует 
аффинные сферы [1]. Инвариант Е=Р, где 
/— инвариант Пика. Для нелинейчатых поверх- 
ностей гиперболического типа инвариант Пика 
не равен нулю, а потому данная аффинная сфе- 
ра является собственной аффинной сферой. 
Найдем уравнение этой аффинной сферы в не- 
подвижной аффинной системе координат. 
Система ( 1 ) при А =С=Е=С=0, Е=Е, принимает вид 
сіг =( 0 % +со 2 е 2 , 
ёё х = ёсо 1 ё 1 +со 2 ё 3 , 
ёё 2 = ёсо 2 ё х +со 1 ё з, 
ёе 3 — ё со С] + ё~со е 2 - 

Заметим также, что <1со'= 0 и с1со 2 = 0, следова- 
тельно, можно положить 

,,і ёи + ёѵ „2 ёи-ёѵ 
03 = — 2 ~> 03 = ' 

В результате получим вполне интегрируемую 
систему уравнений: 

ёг = 1(Й + ё 2 )ёи + ^(ё, -е 2 )ёѵ, 
ёёі = 1(Те 2 +е ъ )ёи + ^ ( Іё 2 -ё 3 )ёѵ, 
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сіе 2 = і(/е і + е ъ )йи + + е 3 )г/ѵ, 

- А 2 - / 2 - 

йе ъ =^-(ёі+ е 2 )сіи + ^(е, - с, )с/ѵ, 


проинтегрировав которую, получим параметриче- 
ские уравнения поверхности: 


х = — 


]_ е 2 




/л/3 

1 


51 П 


У = ^г е 

/V з 


со 5 М ѵ , 


“г/'* 


Отсюда, исключив параметры и сделав следую- 
щее преобразование координат: 

Х = Х,у = у,2 = 6І 3 2 { , 


приходим к уравнению 

г(х 2 +;т 2 ) = 1 (5) 

искомой аффинной сферы гиперболического типа. 
Все аффинные нормали ее проходят через начало 
координат. Аффинная сфера (5) имеет ряд замеча- 
тельных свойств. Она является аффинной резной 
поверхностью, на которой существует сопряжен- 
ная сеть плоских линий тени, при этом одно семей- 
ство является семейством эллипсов [2]. 

2) Переходим к исследованию класса І=2А, С— А, 
Е=Р=С=6А 2 , АфО. Система ( 1 ) для данного клас- 
са поверхностей имеет вид 

сіг = со 1 ё і +а> 2 ё 2 , 

йё\ = А(а> 1 - а 1 )ёі + 2 Асо 1 ё 2 + со 2 ё 3 , 

сіё 2 = 2Асо 2 ёі - А(со 1 - со 1 )ё 2 + со 1 ё 3 , ' ' 

сІе 2 = 6А~(й) + со )(сі+і? 2 ). 

Аффинные линии кривизны определяются ура- 
внением 

(ю 1 ) 2 -(ю 2 ) 2 = 0. 

Из (6) видим, что вдоль линии кривизны 0 ) 1 +оУ= 0 
аффинные нормали параллельны, т.е. описывают ци- 
линдр, вдоль другой - пучок прямых. Конгруэнция 
аффинных нормалей является цилиндрической, и ее 
единственная фокальная поверхность выродилась в 
линию. Линии кривизны со 1 =ссг - плоские линии, ле- 
жащие в параллельных плоскостях. Все аффинные 
нормали параллельны одной плоскости, т.е. данная 
поверхность представляет собой несобственную аф- 
финную поверхность вращения. Линии со'=оЕ явля- 
ются ее меридианами, а также аффинно-геодезиче- 
скими и линиями тени. Последнее обстоятельство 
указывает на то, что данная поверхность является 
также аффинной резной поверхностью. Найдем ее 
уравнение в неподвижной системе координат. Для 
этого проинтегрируем систему (6). Имеем 

сісо 1 = -Лео 1 л со 2 , сісо 2 = Ай) 1 Ай) 2 , 

Д(й) 1 + й) 2 ) = 0, сі(е Аи (со 1 -со 2 )) = 0. 


Положим а> 1 +со 2 =сіи, е А “(со'—соі 2 )=(іѵ, тогда 
со'=^{сіи+ё'“ёѵ), со 2 =^(сІи—е'“сІѵ), и система (6) при- 
мет вид 

сіг = і(еі + ё 2 )сіи + ^е Аи (ёі - ё 2 )сіѵ, 
сіё і = (Аё 2 + іе 3 )с/и + е Аи (Аё\ + Аё 2 - іе 3 )сіѵ, 
сІё 2 =(Аё 1 + ^ёз)с/и + е А “(-Аё 1 -Аё 2 + ^ё 3 )с/ѵ, ^ 

Аёз = 6А 2 (ёі + ё 2 )<іи. 

Проинтегрировав систему (7) и исключив затем 
параметры, приходим к уравнению искомой по- 
верхности: 

Г(х + у 2 ) 3 = 1, х > 0. (8) 

Изображение поверхности (8) см. в [2, рис. 1]. 
Все аффинные нормали этой поверхности парал- 
лельны плоскости (ХОІ). Параллелями данной не- 
собственной аффинной поверхности вращения яв- 
ляются параболы, лежащие в плоскостях ^=соп8І, 
меридианами - кривые, лежащие в плоскостях 
_у=соп8І (заметим, что параллели и меридианы явля- 
ются аффинными линиями кривизны). Вдоль па- 
раллели аффинные нормали параллельны, а вдоль 
меридиана образуют пучок, центр которого описы- 
вает параболу, определяемую в выбранной непо- 
движной аффинной системе координат уравнением 

у 2 = -2 А 2 х. 

Эта парабола есть та кривая, в которую, как было 
отмечено выше, выродилась единственная фокаль- 
ная поверхность конгруэнции аффинных нормалей. 

Линейчатые поверхности 

с постоянными инвариантами 

В этой части работы идет речь о линейчатых по- 
верхностях, не являющихся поверхностями 2-го по- 
рядка, а также торсами. Для исследования таких по- 
верхностей воспользуемся каноническим репером, 
построенным в [3]. Вектор е 3 по-прежнему напра- 
влен по аффинной нормали к поверхности, вектор 
е { - по прямолинейной образующей, а вектор е 2 - 
по касательной к криволинейной асимптотиче- 
ской. Деривационные формулы репера имеют вид 

сіг = о) 1 ?! +со 2 е 2 , 
сіё і =(уй) [ + 2о) 2 )<?і +й) 2 е 3 , 

- 2 — Р" ] 2 — 1 - (9) 

сіе 2 =со ё і - (у со + аса )е 2 + со е 3 , 

сіёз = (Есо 1 + Есо 2 )ё і + Есо 2 ё 2 . 

Инварианты Е, Р, а удовлетворяют следующей 
системе внешних дифференциальных уравнений: 

сІЕ л со 2 = 0, 

сіЕ л® 1 + сіР лсо 2 + ^Р 2 со 1 л® 2 = 0, 
сІЕ а й) 1 + 3 ёа лсо 2 + (2 аР + ЗЕ)со 1 л со 2 = 0. 
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Пусть теперь инварианты Е, Е, а постоянны, 
тогда Е=Е= 0. Т.к. при этом с!е 3 = 0, т.е. е, - постоян- 
ный вектор, то это означает, что все аффинные нор- 
мали параллельны, а поверхность является несоб- 
ственной аффинной сферой. То., линейчатые по- 
верхности с постоянными инвариантами могут быть 
только несобственными аффинными сферами. 
Найдем уравнения таких линейчатых поверхностей. 

I. Рассмотрим сначала поверхности, для которых 
а=Е=Е= 0, тогда <1а>'= 0, ёсо 2 =0, и положим 
со 1 =ёи, со 2 =с!ѵ. Формулы (9) принимают вид 

сіг = ёі сіи + ё 2 сІѵ, сІё г = ё 3 сІѵ, 
сіёі = ё\СІѵ + ё 3 сіи, сіё 3 = 0. ^ 

Интегрируя систему (10) и затем исключая па- 
раметры, получаем уравнение 

2 = ху-^у 3 ( 11 ) 

линейчатой несобственной аффинной сферы клас- 
са а=Е=Е= 0. Ее прямолинейные образующие па- 
раллельны одной плоскости (у=0), следовательно, 
это цилиндроид. Поверхность (11) называется по- 
верхностью Кэли. Одним из замечательных 
свойств этой поверхности является то, что она не- 
сет на себе конгруэнцию парабол с неопределен- 
ными фокусами [4]. Прямолинейные образующие 
поверхности являются диаметрами этих парабол. В 
выбранной системе координат все аффинные нор- 
мали поверхности Кэли параллельны оси 02. 

II. Пусть теперь ой4) (Е=Е=0). В этом случае имеем 
ёсо 2 =0, ё(е ш 'со ')= 0 и потому полагаем е аѵ со 1 =сІи, 
со 2 =с!ѵ. Тогда формулы (9) принимают вид 

сіг = е~ аи сІиё\ + сІѵё 2 , 

г/ё, = ( ае 1 + е ъ Уіѵ, 

сІё 2 = (б! - аё 2 Уіѵ + е~ т сіиё 3 , 

сіё з = 0. 

Проинтегрировав данную систему и исключив 
затем параметры, получаем в неподвижной аффин- 
ной системе координат уравнение 
г = ху + 1пу, у> 0. 

Это несобственная линейчатая сфера класса 
а*0 (Е=Е= 0). 

Итак, имеется только два вида линейчатых по- 
верхностей с постоянными инвариантами: 

1 = ху~ ~ и г = ху + 1пу. 


Поверхности эллиптического типа 
с постоянными эквиаффинными инвариантами, 
не являющиеся аффинными сферами 

Всякая регулярная поверхность эллиптического 
типа (кроме аффинной сферы) несет на себе сеть аф- 
финных линий кривизны. Поэтому естественно ис- 
пользование канонического репера, отнесенного к аф- 
финным линиям кривизны, для поверхностей эллип- 


тического типа, не являющихся аффинными сферами. 
Деривационные формулы такого репера имеют вид: 

сіг = ю'ёі + со 2 е 2 , 
сіёі =(^ю 1 ~^со 2 )ё 3 + 

+ (асо 1 ~(Ъ + Х)со 2 )ё 2 +со 1 ё 3 , 


сІе 2 = (-( а + р)со 1 + Ъсо 1 )ві + 



сіе з = оѴ.'Уйі + %аі 2 ё 2 . 


здесь %ф8. 

При выполнении условий 
сіХлсо 1 -йр ла> 2 = -3(аХ + Ьр + Хр)со 1 лсо 2 , 
сіалсо 1 -с/(Ь + Х)лсо 2 = 

= (- а 2 -Ь 2 - |я 2 + ідр - |йЯ + х)ю‘ л со 2 , 
с/(а + р) лсо ] -сІЬ лсо 2 = 

= (-а 2 -Ъ 2 --|р 2 + Щ--^ар + 8)со 1 лсо 2 , 

с/% лсо 2 = (Ь + Х)(х~8)со 1 лсо 2 
система (12) становится вполне интегрируемой. 

Потребуем, чтобы инварианты а,Ь,а,р,8,х были 
постоянными. Тогда из системы (13) получаем два 
случая: 

1) Ь=Х=8= 0, р = -а, х - а Ф 0; 

2) а = р = х = 0, Я = -Ь, 8 = -^Ь 2 ,Ьф 0. 

Проинтегрируем систему (12) для случая 1). 
Имеем ёсо 2 = 0, с!(е аѵ/1 со 1 )= 0, поэтому положим 
е аѵІ2 со'=сІи , аг=сІѵ. Тогда система (12) примет вид: 

сіг =е 2 ё\СІи + ё 2 сіѵ, 
сіёі = ^ёі <іѵ + ( ае 2 ё 2 +е 2 ё 3 )сІи, 
сіё 2 = - ^ ёіііи + ё 2 с1ѵ, 
ёе 3 =^ а е 2 сіѵ. 

Проинтегрировав полученную систему и ис- 
ключив параметры, получим: 

Г(*-г) 3 = 1. (14) 

Интегрирование системы (12) при условии 2), 
т.е. при а=р=х = 0, Х=—Ь, 8=-\{Ь 2 ), Ьф 0, приводит к 
тому же результату. 

То., с точностью до аффинного преобразования 
существует только одна регулярная поверхность 
эллиптического типа (кроме аффинных сфер), все 
эквиаффинные инварианты которой постоянны. 
Эта поверхность в некоторой аффинной системе 
координат имеет уравнение (14). Аффинные нор- 
мали поверхности ( 14) параллельны одной плоско- 


8 



Естественные науки 


сти ( ХОУ ), т.е. это несобственная аффинная по- 
верхность вращения, в то же время она является 
аффинной резной поверхностью [2]. Плоские ли- 
нии тени на ней образуют сопряженную сеть, одно 
семейство которой состоит из парабол. Эти же па- 
раболы являются аффинными параллелями. 

Аффинные сферы эллиптического типа 
с постоянными инвариантами 

Для аффинных сфер эллиптического типа (за 
исключением поверхностей 2-го порядка) канони- 
ческий репер выберем следующим образом. Вектор 
е 3 , как и во всех предыдущих случаях, направим по 
аффинной нормали. Для того, чтобы выбрать на- 
правление векторов е ь е 2 , заметим следующее. В 
каждой точке М аффинной сферы существует един- 
ственная квадрика, имеющая с поверхностью со- 
прикосновение второго порядка и центр, совпа- 
дающий с центром аффинной сферы. Характери- 
стикой такой квадрики при смещении по любой ли- 
нии является пара кривых второго порядка. Ни од- 
на из касательных к кривым, на которые распалась 
характеристика соприкасающейся квадрики, не 
совпадает в общем случае с касательной к линии, по 
которой происходит смещение. Однако существуют 
две линии, проходящие через точку М, когда такое 
совпадение имеет место. По касательным к таким 
кривым и направим векторы е,,е 2 . Нормируя подхо- 
дящим образом векторы, найдем деривационные 
формулы построенного канонического репера: 

йг = ( 0 % +(о 2 е 2 , 

сІё х = -^Ью 1 ё х + (^цсо 1 + (Ь -ѵ)со 2 )е 2 + ( 0 %, 
сІё 2 =(-і/гй) 1 +ѵсо 2 )ё і +^Ь(о 1 ё 2 +со 2 ё 3 , 
сіё з = ао)'ё\ + аоуё 2 . 
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Условия полной интегрируемости системы (15) 
имеют вид: 

сі/ллсо 1 - Ыѵ л со 2 + 3(4ѵі - 1} - 2а)со 1 л со 2 =0, 

бсіѵлсо 1 +2ёц лсо 2 + 3/иЬсо' лсо 2 = 0, (16) 

а = соп8І ф 0 . 

Пусть теперь инварианты аффинной сферы 
Ь,/л,ѵ постоянны. Тогда из (16) получаем /л= 0, 
а=^Ь\ ѵ=\Ь. Т.к. в этом случае ёсо'= 0, ёаг= 0, то, 
положив со'=сІи, аг=с1ѵ, приходим к вполне инте- 
грируемой системе уравнений Пфаффа: 

сіг = ё\ сіи + ё 2 сІѵ, 

сіё і = (- і Ьё і + <?з )сІи + і Ьё 2 сІѵ , 
сІё 2 = і Ьё 2 сІи + (і-іёі + ё 3 )сІѵ, 

<іе 3 = {в\ сіи+е 2 сІѵ), 

Ьф 0. 

Проинтегрировав данную систему, а затем ис- 
ключив параметры, получаем уравнение 

хуг = 1. (17) 

Центр этой аффинной сферы находится в нача- 
ле координат. Данная сфера также является аф- 
финной резной поверхностью с сопряженной 
сетью плоских линий тени, одно из семейств кото- 
рых суть гиперболы [2. Рис. 4]. 

Итак, если не считать поверхностей второго по- 
рядка, существует только одна с точностью до аф- 
финного преобразования сфера эллиптического 
типа, все эквиаффинные инварианты которой по- 
стоянны. Она определяется уравнением (17). 
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